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Calcoli

Partiamo dalla famiglia di iperboli definita dall’equazione
22+ 2Axy + (A% — B%)y? + 20z + 2Dy + E =0

con le condizioni supplementari

1 A C
A=|A A>-B?> D|=—-(AC—-D)*+B*C?-E)#0 B#0
C D E

che identifica una famiglia a 5 parametri; il suo gruppo massimo di invarianza sarebbe il gruppo affine
identificato dalle trasformazioni

¥ =ar+by+c _
{y’ = asx + by + c2 (a1b2 = azbz 7 0)

dove l'identita ¢ identificata dai valori per i parametri a1 = by =1 e as =b; =c; =co = 0.

Applicando questo gruppo alla famiglia in esame si ottiene la equazione trasformata

(a1 + by + c1)? + 2A(a1x + bry + c1)(azx + bay + c2) + (A% — B?)(agx + boy + ¢2)?
+2C(a1x + by + 1) + 2D(asx + bay + c2) + E =0

quindi in generale non si ottiene piti 1'unitd davanti a x? che invece diventa (a; + Aas)? — B2?a2, quindi
dividiamo per esso ed otteniamo i seguenti

A = a1bi+A(a1ba+braz)+(A%—B?)asbs
- (a1+Aaz)?2—B2%a2
2 _ p2y _ (b1+Aby)?—B%b3

(A B ) ~ (a1+Aaz)?—B%a2

C = aici+A(aicateraz)+(A%>—B*)azcp+Cai+Das
- (a1+Aaz)?—B2a3

D = bici+A(bicatbaci)+(A%—B?)byca+Cbi+Dby
- (a1+Aaz)?—B2a3

E/ o c§+2Acl02+(A2—32)c§+2Cc1+2D02+E
- (a1+Aaz)?—B%a2

Calcolando i generatori infinitesimi si ottiene!

na =-A nd =-B n¢ =-C nP =-2D nk =-2E
A—_a2op g8 = _oap ¢ =D-24C 9P = 24D 4 = —24E

77(1142 77% 77%? 7713 77%2

My, = 1 Mo, = My, = Mo, = C My, =

Moy = A m, =B ng, =0 nl =D nE =0
A B c D E

g v o g2 g

Ney =0 Ne, =0 Ne, = A Ne, = A°—B* 1., =2D

1 In generale per calcolare T]IB uso la formula QBT],LB = 2AT]ZA — 8Z (A2 — B2)
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Da questi si ottiene facilmente la equazione di Deltheil

79+ Ada¢ + BOpgp + COc¢p +2D0p¢ + 2E0p¢ = 0

1046 + (A2 + B?)0a¢ + 2ABIp¢ + (2AC — D)o ¢ + 2ADIp¢ + 2AEIp¢ = 0
a9+ COpd =0

3¢+ Ada¢ + Bopd + DOpd =0

Oc + Adp¢ +2C0pd =0

Adc o + (A2 - Bz)aDqﬁ +2D0g¢ =0
Subito dalla terza si ottiene che
A D
dT = % — (AC — D) = costante = u

quindi ¢ = ¢(u, B, C, E) questa la utilizzo con la quinta per ottenere

du  du dC dE 9
Oc ¢+ 0y ¢ (AdD—i—dC) +2C0gp =0— T =30 — (C* — F = costante = v

e riconsiderando adesso ¢ = ¢(u, v, B) utilizziamo 'ultima equazione per scrivere

du 9 9y du dv dv\ du dv 9 2 _
Aauqb(AdO—i—(A B)dD)+8v¢(AdC+2DdE)—O—>B2—2u—> u® + B*v = costante = w

A questo punto abbiamo una funzione del tipo ¢ = ¢(w(u, v, B), B) che ci permette di trovare le seguenti
relazioni fra le sommatorie di derivate

A0y + BOg + DOp = 2w0,,
COc + DOp + 2E0g = 2wd,

quindi la prima equazione diventa

T7¢ + 4w0yw¢ + BOpp =0

e la quarta invece
3¢ + 2w0y,¢ + Bipp =0 (%)

moltiplicando la prima per 3 e la seconda per 7 si ottiene I’equazione
wOy¢ +2BIgp =0

che ha come soluzione

Un discorso analogo sulle derivate di z ci permette di scrivere
Bog + 2wd,, = —320,
quindi da (*) si ha
¢ - Zaz¢ =0
che ha come soluzione
¢(z) =z

cioe ricapitolando
B

—(AC—D)?+ B*(C2—E)

¢ la funzione invariante integrale per la famiglia delle iperboli.

¢(A,B,C,D,E) =
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